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Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
Âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàñ÷åòó ðàñïðîñòðàíåíèß ïðè-
ìåñè ñèñòåìîé òå÷åíèé, âûçâàííîé âåòðîâûì âîçäåéñòâèåì â öåíòðàëü-
íîé ÷àñòè îç. Ñåëèãåð. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìèãðàöèè çàãðßçíßþùåãî
âåùåñòâà èñïîëüçîâàëèñü ñðåäíåìåñß÷íûå ïîëß îñðåäíåííûõ ïî ãëóáèíå
âåòðîâûõ òå÷åíèé, íàéäåííûå èç ðåøåíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé äëß ïî-
òåíöèàëüíîãî âèõðß è èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè òîêà.
The modeling results of the spreading an admixture by currents in the
central part of Lake Seliger were obtained by numerical experiments. In the
time of modeling the spreading of pollution substance were used average-in-
depth monthly wind-driven ﬁelds of currents which were found from solution
of a set of two equations for potential vorticity and stream function.
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Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå êà÷åñòâà òàêîé ëèìíîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê îçåðî
Ñåëèãåð, ßâëßåòñß àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ïðè èçó÷åíèè ýêîëîãè÷åñêîãî ñîñòîßíèß
âîäíûõ îáúåêòîâ öåíòðàëüíîé ÷àñòè Ðîññèè. Ââèäó îòñóòñòâèß äàííûõ íàáëþ-
äåíèé çà ïîëßìè òå÷åíèé è èõ èçìåí÷èâîñòüþ, âîñïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ äèíà-
ìè÷åñêîãî ðåæèìà îçåðà âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß.
×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû äëß öåíòðàëüíûõ ïëåñîâ îçåðà, âåñêèì àðãó-
ìåíòîì ÷åãî ßâëßåòñß âûñîêàß ñòåïåíü òåõíîãåííî-àíòðîïîãåííîé íàãðóçêè è ðàñ-
ïîëîæåíèå îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ çàãðßçíåíèß èìåííî â ýòîé ÷àñòè âîäîåìà. Ïðè
ðàñ÷åòå âåòðîâûõ òå÷åíèé è ïåðåíîñà ïðèìåñè ó÷èòûâàëèñü ðåëüåô äíà (âàæíàß
ðîëü êîòîðîãî â ôîðìèðîâàíèè òå÷åíèé îòìå÷àëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1][3]),
êîíôèãóðàöèß áåðåãîâîãî î÷åðòàíèß è ðàñõîäû âîäû âòåêàþùèõ è âûòåêàþùèõ
ðåê. Âîäíîå ïèòàíèå Ñëîáîäñêîãî è Îñòàøêîâñêîãî ïëåñîâ (èñêëþ÷àß ãðóíòîâûå
âîäû è îñàäêè) â îñíîâíîì ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïîñòóïëåíèß âîäíûõ ìàññ èç âåðõ-
íèõ ïëåñîâ (8, 34ì3/ñ) è ðåê (Ñàáðîâêè  0,58 ì3/ñ, Ãëóáî÷èöû  0,97 ì3/ñ, Åìøè
 0,38 ì3/ñ, Ñîðîãè  1,26 ì3/ñ). Ïðåîáëàäàþùèìè âåòðàìè íàä îçåðîì ßâëßþòñß
ñåâåðî-çàïàäíûé (ìàé  èþëü) è þãî-çàïàäíûé (àâãóñò  îêòßáðü). Ñðåäíåìåñß÷-
íàß ñêîðîñòü âåòðà [4] ñîñòàâëßåò 3,9; 3,7; 3,3; 3,3: 3,7; 4,5 ì/ñ, ñîîòâåòñòâåííî â
ìàå  îêòßáðå. Îñòàëüíîå âðåìß îçåðî ïîêðûòî ëüäîì è òå÷åíèå âûçâàíî òîëüêî
ïðèòîêîì âîäíûõ ìàññ ñ âåðõíèõ ïëåñîâ îçåðà, à òàêæå èç óñòüåâ âïàäàþùèõ â
íåãî ðåê è îòòîêîì èõ â Ñåëèæàðîâñêèé ïëåñ.
1. Ìàòåìàòè÷åñêàß ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïî àêâàòî-
ðèè îçåðà çàãðßçíßþùåãî âåùåñòâà îïðåäåëßëîñü èç ðåøåíèß óðàâíåíèß àäâåêòèâ-
íî-äèôôóçèîííîãî ïåðåíîñà êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè
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ñ êðàåâûìè óñëîâèßìè: íà ó÷àñòêàõ ¾æèäêîé¿ ãðàíèöû, ãäå ïîòîê íàïðàâëåí â
ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü è èçâåñòíî, ÷òî îí ñîäåðæèò ïðèìåñü, êîíöåíòðàöèß
ïðèìåñè çàäàåòñß, à íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû íàõîäèòñß èç óðàâíåíèß (1) ïðè
óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíè-
öå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîäåðæàíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â âîäîåìå
ñ÷èòàëîñü èçâåñòíûì.
Îñðåäíåííûå ïî âåðòèêàëè ñêîðîñòè òå÷åíèß ñâßçàíû ñ èíòåãðàëüíîé ôóíêöè-
åé òîêà ψ ñîîòíîøåíèßìè:





















ïîëó÷åíî îñðåäíåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèß Íàâüå-Ñòîêñà ïî ãëóáèíå è èñêëþ÷å-
íèåì àòìîñôåðíîãî äàâëåíèß.
Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèß îáùåïðèíßòûå: x, y  îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò; ρ0  ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âîäû; f ïàðàìåòð Êîðèîëèñà; R  êî-
ýôôèöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèß; AH  êîýôôèöèåíò ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíò-
íîãî òðåíèß; H = H(x, y)  ãëóáèíà âîäîåìà; τx, τy  ñîñòàâëßþùèå êàñàòåëüíî-
















∂y2  îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà; J(a, b) = ∂a∂x ∂b∂y − ∂a∂y ∂b∂x  îïåðàòîð ßêîáè; Ax, Ay  êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè
ïðèìåñè.
2. Ìåòîä ðåøåíèß. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèß (3) èñïîëüçîâàëñß îäèí èç èç-
âåñòíûõ ñïîñîáîâ åãî ëèíåàðèçàöèè  ýòî ñâåäåíèå åãî ðåøåíèß ê ðåøåíèþ ñèñòåìû



























































) = ρ0(Hξ + f). (6)
Íà ¾òâåðäûõ¿ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû ôóíêöèß òîêà çàäàåòñß ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ
ðàñõîäîâ âòåêàþùèõ è âûòåêàþùèõ ðåê, à ïîòåíöèàëüíûé âèõðü îïðåäåëßåòñß èç
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ñîîòíîøåíèß (4) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàß ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìà-
ëè îò ôóíêöèè òîêà ðàâíà íóëþ. Íà ó÷àñòêàõ ¾æèäêîé¿ ãðàíèöû ïîòåíöèàëüíûé
âèõðü è ôóíêöèß òîêà íàõîäßòñß èç óðàâíåíèé (5) è (6) ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà
íóëþ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè. Òàêîå æå óñëîâèå ïðèíèìà-
åòñß è äëß êàñàòåëüíîé ñîñòàâëßþùåé ñêîðîñòè. Â çèìíèé ïåðèîä ãîäà, êîãäà îçåðî
íàõîäèòñß ïîäî ëüäîì, òðåíèå î ëåä íå ó÷èòûâàëîñü (τx = τy = 0). Â ýòî âðåìß ãî-
äà òå÷åíèß ôîðìèðóþòñß òîëüêî ïîä âëèßíèåì îðîãðàôè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé,
ïðèòîêîì âîäíûõ ìàññ â îçåðî è èõ îòòîêîì â Ñåëèæàðîâñêèé ïëåñ.
Ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè òîêà íà îñòðîâàõ èñïîëüçóåòñß ìåòîä ¾äûðî÷íîé ðåëàê-
ñàöèè¿, ò.å. ðàñ÷åò âåäåòñß îäíîâðåìåííî, â îäíîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå, è íà
























(Hξ + f) dS,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñß èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèß (6) ïî îñòðîâàì, ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè òîêà íà îñòðîâå ïîñòîßííî, à ïðàâàß ÷àñòü ðàâíà íóëþ.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé (1), (5), (6) èñïîëüçóþòñß êîíñåðâàòèâíî-
äèññèïàòèâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì è ñõåìà åñòåñòâåííîãî ôèëüòðà ïðè àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè. Ôóíê-
öèß òîêà ψ è ïîòåíöèàëüíûé âèõðü ξ îïðåäåëßþòñß â óçëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè ñ
öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèßìè èíäåêñîâ i ïî îñè x è j ïî îñè y, ñîñòàâëßþùèå îñðåä-
íåííîé ïî ãëóáèíå ñêîðîñòè (2) íàõîäèëèñü â òî÷êàõ ñ èíäåêñàìè i, j+1/2 è i+1/2, j
ñîîòâåòñòâåííî. Êîíöåíòðàöèß ïðèìåñè îïðåäåëßëàñü â òî÷êàõ ñ ïîëóöåëûìè çíà-
÷åíèßìè èíäåêñîâ i+1/2 è j+1/2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß, ðåøàëèñü ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîä ðåøåíèß èçëîæåí â
[6]. Îñðåäíåííûå ïî ãëóáèíå ñêîðîñòè òå÷åíèß îïðåäåëßëèñü èç ñîîòíîøåíèé (2)
äëß êàæäîãî ìåñßöà, ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåòðîâîãî âîçäåéñòâèß íà âîäîåì.
3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ðàñïðîñòðàíåíèå çàãðßçíßþùåãî âåùåñòâà, íà ïðè-
ìåðå õðîìà îáùåãî, ðàññ÷èòûâàëîñü ñ øàãîì ïî âðåìåíè 5 ñóòîê íà 200 ëåò ìîäåëü-
íîãî âðåìåíè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäíåìåñß÷íûõ ïîëåé òå÷åíèé. Ðàçðåøåíèå ïî ãî-
ðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì ñîñòàâëßëî 250 ì. Çíà÷åíèß êîýôôèöèåíòîâ ãîðèçîí-
òàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî òðåíèß AH è ïðèäîííîãî òðåíèß R çàäàâàëèñü ðàâíûìè
2 · 104 ñì2/ñ è 3 · 10−5 ñ−1 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîñíîâàíèå âûáîðà âåëè÷èíû êîýô-
ôèöèåíòà ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî òðåíèß è ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ
ðàñ÷åòîâ âåòðîâûõ òå÷åíèé öåíòðàëüíîé ÷àñòè îçåðà èìåþòñß â [7].
Îñíîâíîé âêëàä â àíòðîïîãåííóþ íàãðóçêó îñóùåñòâëßåòñß ñòî÷íûìè âîäàìè
êîæåâåííîãî çàâîäà è ã. Îñòàøêîâà, ïîýòîìó ïîñòîßííûé èñòî÷íèê ïðèìåñè áûë
çàäàí â óñòüå ðåêè Åìøè, íà êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñß î÷èñòíûå ñîîðóæåíèß çàâîäà
è ãîðîäà. Ñðåäíåãîäîâûå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè çàäàâàëèñü ïî ôàêòè÷åñêèì äàí-
íûì è ñîñòàâëßëè îò 2,33 äî 0, 0043ìã/ë â çàâèñèìîñòè îò îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà
êîæåâåííîãî çàâîäà (èñïîëüçîâàëèñü äàííûå ðàéîííîãî îòäåëåíèß Êîìèòåòà ïî
ïðèðîäíûì ðåñóðñàì ã. Îñòàøêîâà, êîòîðûå áûëè ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíû ñîòðóä-
íèêàìè Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà). Âîäû îñòàëüíûõ
ðåê, âïàäàþùèõ â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü îçåðà è âîäíûõ ìàññ, ïîñòóïàþùèõ ñ âåðõ-
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íèõ ïëåñîâ, ñ÷èòàëèñü ¾÷èñòûìè¿, ò.å. íå ñîäåðæàùèìè õðîìà. Â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîäà â îçåðå íå ñîäåðæàëà óêàçàííîé ïðèìåñè.
Äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïî àêâàòîðèè öåíòðàëüíîé ÷àñòè âîäîåìà îáóñëîâ-
ëåíî àäâåêòèâíûì ïåðåíîñîì çàãðßçíßþùåãî âåùåñòâà ñóùåñòâóþùåé ñòðóêòóðîé
òå÷åíèé, âûçâàííîé âåòðîâûì âîçäåéñòâèåì.
Ïîëß ¾ñòîêîâûõ¿ òå÷åíèé è îñðåäíåííûõ çà ïåðèîä ìàé-îêòßáðü ïðåäñòàâëå-
íû íà ðèñ. 1,2. Èçîëèíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà êîíåö 1992 ãîäà è 2000 ãîäà
èëëþñòðèðóþòñß ðèñ. 3,4.
Ïîñëå 1988 ãîäà, êîãäà ïðîèçâîäñòâî êîæ çíà÷èòåëüíî ñíèçèëîñü, óìåíüøèëèñü
è êîíöåíòðàöèè õðîìà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îçåðà. Ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì â 1992 ãîäó
ìàêñèìàëüíàß êîíöåíòðàöèß îáùåãî õðîìà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè Ñëîáîäñêîãî ïëå-
ñà ñîñòàâèëà 0, 765ìã/ë, à â öåíòðàëüíîé ÷àñòè Îñòàøêîâñêîãî ïëåñà  0, 425ìã/ë.
Â 2000 ã. ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèß êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ñîñòàâèëè 0,0072 è
0, 0054ìã/ë. Íàèáîëüøèå çíà÷åíèß êîíöåíòðàöèè çàãðßçíßþùåãî âåùåñòâà â ýòîò
ïåðèîä íàáëþäàþòñß ê çàïàäó îò î. Ãîðîäîìëß è ñîñòàâëßþò 0, 022ìã/ë.
Ðèñ. 1: Ïîëå òå÷åíèé â çèìíèé ïåðèîä ãîäà
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÀÑÑÈÂÍÎÉ... 33
Ðèñ. 2: Ïîëå òå÷åíèé â âåñåííå-îñåííèé ïåðèîä ãîäà
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Ðèñ. 3: Èçîëèíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà êîíåö 1992 ãîäà
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Ðèñ. 4: Èçîëèíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà êîíåö 2000 ãîäà
Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïîïàäàþùèå òóäà çàãðßçíåííûå âîäû ¾óäåðæèâàþòñß¿
òàì àíòèöèêëîíè÷åñêèì êðóãîâîðîòîì, îáðàçóþùèìñß â ëåòíå-îñåííèé ïåðèîä ãî-
äà, êîòîðûé è ïðåïßòñòâóåò ¾âûìûâàíèþ¿ èíãðåäèåíòà èç ýòîé îáëàñòè âîäàìè,
ïîñòóïàþùèìè èç âåðõíèõ ïëåñîâ îçåðà. Äëß ïðîâåðêè ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè ïî-
ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß ðåçóëüòàòîâ íà ðèñ. 4 ÷èñ-
ëàìè ïðåäñòàâëåíû äàííûå èçìåðåíèé. Íóæíî îòìåòèòü òî îáñòîßòåëüñòâî, ÷òî
â ñåâåðíîé ÷àñòè èññëåäóåìîé îáëàñòè ðàñ÷åòíûå è ôàêòè÷åñêèå êîíöåíòðàöèè
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñß. Îäíà èç ïðè÷èí ðàñõîæäåíèß â êîëè÷åñòâåííîì îòíî-
øåíèè, íà íàø âçãëßä, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ðåçóëüòàò íåó÷òåííûõ ïðîöåññîâ
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ñåäèìåíòàöèè. Äèíàìèêà äîííûõ îòëîæåíèé, âçìó÷èâàþùèõñß ïîä âîçäåéñòâèåì
âîëí è òå÷åíèé è îñàæäàþùèõñß âíîâü ïîä äåéñòâèåì ñèëû òßæåñòè, çíà÷èòåëüíî
âëèßåò íà ïåðåíîñ çàãðßçíßþùèõ âåùåñòâ â ìåëêîâîäíûõ âîäîåìàõ. Ýòîò ìåõàíèçì
â ìîäåëè îòñóòñòâóåò.
Çàêëþ÷åíèå. Â îáùåì, åñëè ñóäèòü î ñðàâíåíèè ðàñ÷åòíûõ è ôàêòè÷åñêèõ
äàííûõ ñ ó÷åòîì âàðèàáåëüíîñòè äàííîãî ãèäðîõèìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, òî ìîæíî
ãîâîðèòü î äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè ñîâïàäåíèß ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííîé ìîäåëè è âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèß åå
êàê äëß ïðîãíîçà, òàê è äëß ðàñ÷åòà ïåðåíîñà äðóãèõ ïðèìåñåé.
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